INGEGNERIA CIVILE   
APPELLO DI GEOMETRIA E ALGEBRA 
Data: 9 febbraio 2016
Traccia n. 1
COGNOME:_______________________ NOME:__________________ 
Matr.:________________
Q1) Dare la definizione di sistema lineare e scrivere la condizione affinché il sistema sia compatibile .
Q2) Descrivere un procedimento per calcolare la distanza di un punto da una retta nello spazio S3.
Q3) Date le matrici 

[image: image1.emf]








A = 0 - 1 0 2 1 1 0 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Ù B = 0 0 1 - 1 - 1 1 0 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


dire se esiste [image: image2.emf](A+B)"!









(A + B ) - 1

e, nel caso affermativo, calcolare l’inversa con il metodo dell’aggiunta.
Q4) Data la funzione [image: image3.emf]f
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f : R 3 ® R 3 ' ' " ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + z , y + z , z )

,
a) calcolare una base e la dimensione di Im(f);

b) calcolare una base e la dimensione di Ker(f);

c) dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.
Q5) Classificare la conica di equazione [image: image4.emf]X +2xy+y +2x+1=0









x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x + 1 = 0

 e calcolare la sua equazione canonica.
Q6) In un riferimento cartesiano ortonormale RC(O,i,j,k) sono dati i vettori [image: image5.emf]vi=(1,1,0)Av2 =(0,1,0)









.
a) Calcolare l’equazione del piano [image: image6.emf]








p

 passante per il punto P0 (1, 1, 0), parallelo a [image: image7.emf]








 e [image: image8.emf]








;

b) calcolare l’equazione del piano [image: image9.emf]








p

’ passante per P0 (1, 1, 0) e perpendicolare a [image: image10.emf]








;

c) scrivere le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane della retta [image: image11.emf]r=aMNmx'









r= p Ç p '

 .
Soluzione – Traccia 1

Q1) Dicesi sistema lineare ogni sistema di m equazioni di 1° grado in m equazioni in n incognite.

Detta A la matrice dei soli coefficienti (matrice incompleta)  ed A’ la matrice dei coefficienti e dei termini noti (matrice completa), si dimostra che il sistema e compatibile se 

rang(A) = rang(A’).
Q2) Nello spazio S3, la distanza di un punto P0 da una retta r si calcola come segue:

1. Si scrive l’equazione del piano [image: image12.emf]








p

 passante per P0 e perpendicolare ad r;
2. Si calcola il punto H d’intersezione di [image: image13.emf]








p

con r;

La distanza di P0 da r è: 

[image: image14.emf]d(P.,r)=d(P,,H)=PFH









d ( P 0 , r ) = d ( P o , H ) = P 0 H

.

Q3) Siano 

[image: image15.emf]








A = 0 - 1 0 2 1 1 0 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Ù B = 0 0 1 - 1 - 1 1 0 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


Allora:

[image: image16.emf]








C = A + B = 0 - 1 1 1 0 2 0 1 2 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


Poiché:
[image: image17.emf]det(C)=1-(-2)=3=0









de t ( C ) = 1 - ( - 2 ) = 3 ¹ 0

, la matrice C = A + B è invertibile.
Calcoliamo l’inversa. 

I complementi algebrici degli elementi di C sono:

[image: image18.emf]








C 1 1 = 0 2 1 2 = - 2 ; C 1 2 = - 1 2 0 2 = - 2 ; C 1 3 = 1 0 0 1 = 1 C 2 1 = - - 1 1 1 2 = 3 ; C 2 2 = 0 1 0 2 = 0 ; C 2 3 = - 0 - 1 0 1 = 0 C 3 1 = - 1 1 0 2 = - 2 ; C 3 2 = - 0 1 1 2 = 1 ; C 3 3 = 0 - 1 1 0 = 1


La matrice aggiunta di C è
[image: image19.emf]








C * = - 2 - 2 1 3 0 0 - 2 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


la trasposta dell’aggiunta di C è

[image: image20.emf]








C T * = - 2 3 - 2 - 2 0 1 1 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


la matrice inversa di C è:

[image: image21.emf]—|en —|on
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C - 1 = C T * d e t ( C ) = - 2 3 1 - 2 3 - 2 3 0 1 3 1 3 0 1 3 æ è ç ç ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷


Q4) Sia

[image: image22.emf]f
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f : R 3 ® R 3 ' ' " ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + z , y + z , z )

.

[image: image23.emf]Yu=(x,92)ER : fu)=(x+2,y+2,2) = (x,0,0)+(0,y,0)+(2,2,2) =
=x(1,0,0)+ y(0,1,0) + z(1,1,1) = Im( f) = L((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1))









" u = ( x , y , z ) Î R 3 : f ( u ) = ( x + z , y + z , z ) = ( x , 0 , 0 ) + ( 0 , y , 0 ) + ( z , z , z ) = = x ( 1 , 0 , 0 ) + y ( 0 , 1 , 0 ) + z ( 1 , 1 , 1 ) Þ I m ( f ) = L ( ( 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 1 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) )


Poiché

[image: image24.emf]S O =

o = O

[ S w—y

=120 = u, =(1,0,0),u, =(0,1,0),u, = (1, 1,1)









1 0 1 0 1 1 0 0 1 = 1 ¹ 0 Þ u 1 = ( 1 , 0 , 0 ) , u 2 = ( 0 , 1 , 0 ) , u 3 = ( 1 , 1 , 1 )


sono linearmente indipendenti e quindi una base di Im(f) è

[image: image25.emf]BIm(f) ={ u] = (1,0,0),”2 = (0,1,0),“3 = (1’191) }









B I m ( f ) = { u 1 = ( 1 , 0 , 0 ) , u 2 = ( 0 , 1 , 0 ) , u 3 = ( 1 , 1 , 1 ) }


e la dimensione è
[image: image26.emf]dimIm(f)=3









di m I m ( f ) = 3

.
[image: image27.emf]Yu=(x,y,2) Eker(f): f(u)=0= f(x,y,z2)=0=(x+2,y+2,2)=(0,0,0) =
x+z=0 -

= y+z=0zx=y=z=0=ker(f)={0}
z=0









" u = ( x , y , z ) Î k e r ( f ) : f ( u ) = 0 Þ f ( x , y , z ) = 0 Þ ( x + z , y + z , z ) = ( 0 , 0 , 0 ) Þ Þ x + z = 0 y + z = 0 z = 0 ì í ï î ï Þ x = y = z = 0 Þ k e r ( f ) = 0 { }


Dunque, ker(f) non ha basi e dim(ker(f)) = 0.

(a) Poiché dim(Im(f)) = 3  [image: image28.emf]








Þ

Im(f) = R3 : la funzione f è surgettiva;

 poiché ker(f) = 0, la funzione f è ingettiva.

Dunque, f è bigettiva (f è un automorfismo) .

Q5) Sia C la conica di equazione 
[image: image29.emf]X +2xy+y +2x+1=0









x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x + 1 = 0

.

Le matrici associate alla conica sono:

[image: image30.emf]-— O
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A 0 0 = 1 1 1 1 æ è ç ö ø ÷ Ù A = 1 1 1 1 1 0 1 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷

.

Poiché 

[image: image31.emf]det(A”) =

11
1

=0=









de t ( A 0 0 ) = 1 1 1 1 = 0 Þ


la conica è una parabola. 
Inoltre, poiché

[image: image32.emf]=-1=0

1 0

1

det(A)









de t ( A ) = 1 1 1 1 1 0 1 0 1 = - 1 ¹ 0


la parabola è non degenere.Calcoliamo la sua forma canonica.

Calcoliamo gli autovalori e gli autospazi di A00:

[image: image33.emf]det(A-A=0= =0=(1-1)-1=0=A4,=0,4, =2

1-A 1
1 1-2










de t ( A - l I ) = 0 Þ 1 - l 1 1 1 - l = 0 Þ ( 1 - l ) 2 - 1 = 0 Þ l 1 = 0 , l 2 = 2


Per [image: image34.emf]








l 1 = 0

, si ha:
[image: image35.emf]0
( 0 ):>x+y=0:>y=—x









A 0 0 × X = l 1 × X Þ 1 1 1 1 æ è ç ö ø ÷ × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 0 × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x + y x + y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 0 0 æ è ç ö ø ÷ Þ x + y = 0 Þ y = - x


[image: image36.emf]=VXEV, ,: X=(x,-x)=x(l,-1)=V, , =L(1,-1)









Þ " X Î V l = 0 : X = ( x , - x ) = x ( 1 , - 1 ) Þ V l 1 = 0 = L ( 1 , - 1 )

.

Per [image: image37.emf]








l 2 = 2

, si ha:

[image: image38.emf]AV X=1 -X=










A 0 0 × X = l 2 × X Þ 1 1 1 1 æ è ç ö ø ÷ × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 2 × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x + y x + y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 2 x 2 y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x + y = 2 x x + y = 2 y ì í î Þ


[image: image39.emf]=x-y=0=y=x









Þ x - y = 0 Þ y = x

.

Dunque, [image: image40.emf]VXEV, ,:X=(x,x)=x(L,))=V, ,=L({1)









" X Î V l 2 = 2 : X = ( x , x ) = x ( 1 , 1 ) Þ V l 2 = 2 = L ( 1 , 1 )

.
Una base ortogonale di R2 è u1 = (1,-1), u2 = (1,1) e una base ortonormale è:
[image: image41.emf]R
> \/5)7“2=(L !
NERNGR









u 1 ' = ( 1 2 , - 1 2 ) , u 2 ' = ( 1 2 , 1 2 )

.

Pertanto, la matrice del cambiamento di riferimento è:

[image: image42.emf]- sl
1 -









C = 1 2 1 2 - 1 2 1 2 æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷


e le equazioni del cambiamento di riferimento sono:

[image: image43.emf]








X = C × X ' Þ x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 2 1 2 - 1 2 1 2 æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ × x ' y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 1 2 x ' + 1 2 y ' - 1 2 x ' + 1 2 y ' æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ Þ x = 1 2 x ' + 1 2 y ' y = - 1 2 x ' + 1 2 y ' ì í ï ï î ï ï


Sostituendo nell’equazione della conica, si ha:
[image: image44.emf]1 1 1 1 1 1
2 |2 YA | _ 2 ! 1=O:>
(h2 hy)+ (h Ey)( h2X+ Ey)+( 5 hy)+ (h Ey)+









(1 2 x ' + 1 2 y ' ) 2 + 2 ( 1 2 x ' + 1 2 y ' ) ( - 1 2 x ' + 1 2 y ' ) + ( - 1 2 x ' + 1 2 y ' ) 2 + 2 ( 1 2 x ' + 1 2 y ' ) + 1 = 0 Þ


[image: image45.emf]Lo dyeiy
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Þ 1 2 x ' 2 + 1 2 y ' 2 + x ' y ' + 2 ( 1 2 y ' 2 - 1 2 x ' 2 ) + 1 2 x ' 2 + 1 2 y ' 2 - x ' y ' + 2 2 x ' + 2 2 y ' + 1 = 0 Þ


[image: image46.emf]:>lx|2+ly|2+y|2_x|2+lxv2+lyv2+

—x'+i +1=0=
27 2 2t T TR R
=>y‘2+x/§x'+x/§y'+l=0









Þ 1 2 x ' 2 + 1 2 y ' 2 + y ' 2 - x ' 2 + 1 2 x ' 2 + 1 2 y ' 2 + 2 2 x ' + 2 2 y ' + 1 = 0 Þ Þ y ' 2 + 2 x ' + 2 y ' + 1 = 0


                                              (1a equazione canonica)
Di più, applicando il metodo di completamento del quadrato alla sola y, si ha:

[image: image47.emf]V2 V2

y'2+27y'+%—%+1+\/§x'=0:>(y'+—)2+l+\/§x‘=0:>

' \/52_ I 1 \/_ _ I
= () =2 C = () = 20 ﬁ









y ' 2 + 2 2 2 y ' + 2 4 - 2 4 + 1 + 2 x ' = 0 Þ ( y ' + 2 2 ) 2 + 1 2 + 2 x ' = 0 Þ Þ ( y ' + 2 2 ) 2 = - 2 x ' - 1 2 Þ ( y ' + 2 2 ) 2 = - 2 ( x ' + 1 2 2 )


Posto

[image: image48.emf]








x ' ' = x ' + 1 2 2 y ' ' = y ' + 2 2 ì í ï ï î ï ï


si ha: 

[image: image49.emf]








y ' ' 2 = - 2 x ' '


(2a equazione canonica: y2 = 2px)

Q6) Siano 
[image: image50.emf]vi=(1,1,0)Av2 =(0,1,0).










a) I parametri di giacitura del piano [image: image51.emf]








p

, parallelo ai due vettori, sono:

[image: image52.emf]








a = 1 0 1 0 = 0 , b = - 1 0 0 0 = 0 , c = 1 1 0 1 = 1


L’equazione del piano passante per P0(1,1,0) e parallelo a [image: image53.emf]vi=(1,1,0)Av2 =(0,1,0).









è:

[image: image54.emf]1(z-0)=0=2z=0









1( z - 0 ) = 0 Þ z = 0

.

b) Il piano [image: image55.emf]








p

’ perpendicolare a [image: image56.emf]v2 =(0,1,0)









ha parametri:

a = l = 0, b = m = 1, c = n = 0

e la sua equazione è:

[image: image57.emf]I(y-1)=0=>y=1









1( y - 1 ) = 0 Þ y = 1

.

c) Le equazioni cartesiane di [image: image58.emf]r=aMNmx'









r= p Ç p '

sono: 

[image: image59.emf]{

z=0
y=1=0









z = 0 y - 1 = 0 ì í î


le equazioni parametriche sono:

[image: image60.emf]x=t
y=1,VtER
z=0









x = t y = 1 z = 0 ì í ï î ï , " t Î R
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